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師生鬥智 

 

摘要 

 

        在「陶哲軒教你聰明解數學」這本書以及第 52 屆全國中小學科學展覽會國中組數學科

「游泳池追逐戰」中，曾討論了師生在泳池中及池邊的追逐，但只有假設學生沿幾種固定路

線前進，未討論為什麼選擇這些路線，也未提到師生之間的策略動態變化。本研究以師生兩

人都能知道對方想法為基礎，一層一層發展出新的師生策略，並引入賽局論的觀點，最後找

到本問題的師生最終路徑，以及勝負決定速率 n。除此之外，我們將泳池從正方形推廣到任

意正多邊形，找出可能的最佳路徑。 

 

壹、研究動機 

        陶哲軒寫的「陶哲軒教你聰明解數學」這本書裡有一題是說：一位學生和一位老師在一

個正方形游泳池追逐，老師在泳池的邊緣，學生在泳池的中央。老師要想辦法抓到學生，而

學生是要甩開老師並成功逃離泳池。我們覺得這是個有趣的問題，而且找了歷屆科展作品發

現這個題目雖然有人做過研究，但是還有很多尚未解答的問題，可以討論的東西也比較多，

所以引發了我們的興趣。 

貳、研究目的 

一、比較各種可能路徑，並建立師生雙方的策略。 

二、找出師生的最終路徑並計算出勝負決定速率 n。 

三、將正方形泳池的結論推廣至其他形狀。 

 

參、研究器材 

    紙、筆、電腦、WORD、EXCEL、The Geometer's Sketchpad V4(GSP)、三角函數表 
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肆、名詞定義與文獻探討 

一、名詞定義 

        (一)、符號 

        為了方便研究，將正方形及其餘正多邊形的邊長定義為 1，符號 T 代表老師的位置，符

號 S 代表學生的位置，老師的速度為學生的 n 倍。 

        (二)、勝負決定速率 

        當求出一個特定的 n 值，讓老師能恰好抓到學生，這時的 n 就是勝負決定速率，若老師

速度小於 n，則學生可以逃走；若老師速度大於或等於 n，則老師獲勝。 

 

二、文獻探討     

        本研究出自於一本書「陶哲軒教你聰明解數學」。假設一個學生位於正方形泳池的正中

央，老師位於泳池的角落，老師的速度是學生的 3 倍，學生可以在水中任意移動，而老師只

能在泳池邊上行走，若學生上岸時老師尚未抵達，則學生勝利，反之則為老師勝利，那麼學

生有可能逃出老師的手掌心嗎？ 

                                           

 

路徑一： 老師在左上角，學生從中心點直接逃向右下角。 

如右圖：若定義正方形邊長為 1，學生直接往右下角游，會游
2

2
， 

所以老師最多能走
2

23
，而老師只要走 2，小於

2

23
， 

所以老師追的到學生。 

S

T
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路徑二：老師在左上角，學生從中心點垂直往下游向岸邊。 

  如右圖：學生會走
2

1
，老師只要走

2

3
， 

所以老師會剛剛好抓到學生。 

                                              

路徑三（學生能逃脫）： 學生水平往右走，走一段距離後轉彎垂直 

往岸邊游去。如右圖：假設學生先往右走
6

1
，老師只能跟著往右走

2

1
， 

如果老師不向右走
2

1
，則學生直走到右邊上即可逃脫，所以老師勢必 

得向右走。這時學生轉彎向下走，情況如下：學生共游
3

2
，此時老師 

才走 2，還差了
3

1
才能追到學生，如此學生便可逃脫。 

 

        另外，在第五十二屆全國中小學科展的「游泳池追逐戰」結論中也有提到，在「老師永

遠選擇學生預定上岸點的最短路徑」的前提下，學生可採階梯式走法往右下走去，讓老師永

遠在出發點附近走回頭路，則不管老師的速度有多快，都只能不停重複走相同的路，無法追

上學生。 

        如下圖，如果學生第一步往右 ，則第二步須往下，而  必須小於 x－
2

1
，否則老師不

會回頭，第三步往右 ，而  必須小於 x2
2

1
－ ，否則老師不會回頭，以此類推，學生可以在

離岸邊很近時，直接往岸上走就可以逃脫 (此處僅引用結論，並未將「游泳池追逐戰」的詳

細證明過程完整寫出) 。 
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伍、研究過程或方法 

 

        我們需要先證明老師有獲勝的可能。若學生的移動方式為 A 到 

B 到 C，且學生在 A 點的時候，老師已在學生的最近上岸點 D 點， 

當學生經過 B 點到 C 點的時候，最近上岸點會改變至 F 點，所以 

老師必須從 E 點到 F 點。因為原設定 n=3 倍，但老師從 E 點到 F 點 

只要學生路徑 BF 的兩倍，所以學生一定會被抓到。結論是在學生 

往岸邊前進的狀況下（而非回頭往中間游去），只要老師到達學生 

的最近上岸點，即使最近上岸點改變，學生還是會被抓到，所以 

老師在接近學生的狀況下是有可能獲勝的。 
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T3

S

T1

T5M

K

L

研究一：建立老師策略破解階梯式走法。 

        根據「游泳池追逐戰」的結論，只要在「老師永遠選擇學生預定上岸點的最短路徑」的

前提下，老師永遠不可能獲勝。我們想要修正這個假設，找出在老師和學生都足夠聰明且知

道對方所有策略的情況下的勝負決定速率 n 為何。 

 

(一)、老師策略 A：出發後不回頭。 

        老師為了避免學生使用階梯式走法，所以老師出發後就不回頭， 

這樣老師就不會因為學生的階梯式走法而卡在 K、L 點來回，只要老師 

的速率夠大就能夠抓到學生。 

                                          

(二)、學生策略 A：假動作。 

        因為老師出發後不回頭，學生就可以利用這個漏洞，在出發時使用假動作引誘老師往相

反方向前進，我們可以設定這個假動作走的長度趨近於 0，所以不影響學生走的路徑長。 

             

            

1

1
S

T →

S
M

T

→

K

S
M

T

1/2

↑

←

↓

→

F

K

M
S

T
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        一開始學生往右走一點，而這段距離就像是假動作，它的長度是一個極小值，因此我們

把它視為 0，M 點是學生的第一個最近上岸點，老師向右出發。接著學生直接往左跑，此時

的勝負決定速率 n＝7。 

 

結論：在老師使用「不回頭」，學生使用「假動作」的策略下，雖然老師可避免永遠追不到

的狀況，但勝負決定速率 n 的值太大，因此在下面的研究中我們繼續發展老師的其他策略。 

 

研究二：幫老師找出更多可降低勝負決定速率 n 的策略 

        我們發現學生在靠近中心的移動和接近岸邊的移動有不同的效果，當學生在中心附近轉

彎時，需要走的路徑短，而老師要追上學生需要走的路徑長，相反地，在靠近岸邊時，由於

老師的速度是學生的數倍，所以反而是老師佔優勢，能輕鬆追上學生。因此我們假想出一個

範圍，在圈內和圈外老師可以有不同策略。 

        為了明確定義，我們假想出一個邊長為
n

1
的正方形，學生走完一邊的時間，老師也恰

好走完游泳池的一邊。因此在圈內學生佔優勢，可改變與老師的相對位置，在圈外則是老師

佔優勢，可以拉近與學生的距離，也因此學生在圈外的走法都會是直線。我們將討論中常用

的點定義如下。 

                  

 (一)、老師策略 B：學生在圈內時，老師可任意回頭，只有在學生出圈外的狀況下才不回頭。 

        在這樣的狀況下，學生在圈內使用假動作無效，老師可避免上面 n＝7 的情形，因此學

生會選擇 T1S5 的相對位置。 

1/n1

1

1/n

S8

S6

S4

S2

T8

T6

T4

T2

T7

T3

S0

S1

S7 S5

S3

T1

T5
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1

1

1/2-1/2n

T1

S5

原點

E

F G

H

J

I

D C

A

T

B

(二)、學生策略 B：選擇 T1S5 

        1、我們先證明學生在佔內圈優勢下，可以成功調整師生相對位置到 T1S5  
           學生路線：原點→H→C→G→F→D。                                                          (   

 

    
)                                                    

                路徑長＝
nn 100

398

100

99100995050



 

           老師路線：T 點出發逆時針追學生。 

           路徑長＝
100

398
，尚未回到 T 點。 

學生走完第一圈後走到 D 點，老師走到 T 點前
100

2
，所以學生只需要繞 50 圈，就能讓老師

在 I 點上，學生在 D 點上，這樣和 T1S5 的效果相同。 

 

        若老師在繞 50 圈的過程中使用了圈內可回頭的條件， 

也就是老師被學生繞到老師在 E 點學生在 G 點時，只要學生繼續 

從 G 往左走老師就會回頭往 J 的方向，此時學生只要改往 B 走去 

並原地等待老師，便可讓老師在 J 點，而學生在 B 點，這時和 

T1S5 的狀況也相同。以上便是其中一種學生透過內圈優勢將師生 

位置調整為 T1S5 的方法。 

 

        2、接著我們利用「老師能走的路＝老師需要走的路」計算出勝負決定速率 n 

學生從 S5 出發後使用假動作，老師卻因為學生已在圈外所以一旦出發後不能回頭，所以被

迫繞較大的半圈。 

老師需要走的路

老師能走的路學生需要走的路，





n

n

n

2

1
-

2

5

2

1
-

22

1
-

2

1

                                                

2

1

22

1

2

5


n

n
 ， 0162  nn  

223n ， 5.828約等於n              

我們將這樣的路徑定義為「標準路徑」 
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T3

S5

S3

T1 K

 (三)、學生策略 C：利用老師不回頭從圈外向老師游去，使老師轉一整圈。 

        兩人從 T1S5 出發，因為學生抓到老師不回頭的漏洞， 

所以學生假動作引誘老師往順時鐘跑，學生則往 K 點跑， 

學生在 S3 的時候，老師就在 T3 點了，所以老師只能繼續 

順時鐘走，學生就只需繼續走往 K 點就好，這樣老師必須繞 

一大圈才能抓到學生，S3 到 K 的路徑跟標準路徑一樣長， 

但老師卻需要走更多路，n 會大於標準路徑所需的 223 。 

 

(四)、老師策略 C：當師生位置靠近(位於同一象限)，老師可回頭，不會形成 n＝無限大的階

梯狀路徑，也可以避免上述狀況，在此策略下，師生又回到標準路徑。 

 

結論：老師心中建立一個邊長為
n

1
的正方形，當學生在圈內或跟老師位於同一象限時，老師

可回頭改變前進方向，學生在圈外且與老師不在同一象限時，老師出發後就不回頭。標準路

徑的 n＝ 223 ，約為 5.828。 

 

研究三：研究 T(任意)S5 路徑下的勝負決定速率 n 

(一)、學生策略 D：用圈內優勢設定老師的新位置。 

        我們先討論學生的位置固定在 S5 的狀況。假設老師的起始位置在 T2，在這種情況下老

師會順時針走，但是學生不管選擇 A 或 B 上岸，老師需要走的距離還是小於 T1S5 標準路徑。

同理，老師在從 T2 到 T8 順時針方向中間的點對學生來說都比標準路徑來的差，所以學生在

選擇老師的相對位置時會把這些位置都排除。 

        接下來學生可設定老師的新位置 T9（T9 是 T1 到 T8 間的任意一點，T1 到 T9 距離為

X），學生向右假動作後往 B 前進，老師的路線便從只能從 T9 順時針走到 B，這樣的路徑

比標準路徑多走 x，對老師較為不利，所以老師需要發展新策略。 



9 

 

              

 

(二)、老師策略 D：用賽局論決定跑的方向，而不是看學生的移動方向決定。 

        如上圖，設老師位於 T9，學生位於 S5，此時學生的最短上岸點無非就只有 A、B 兩點，

所以我們可以引入賽局論的觀點來做分析。 

 學生上 A 點時老師需走的路 學生上 B 點老師需走的路 

老師走順時針 
n

X
2

1

2

3
)

2n

1
-

2

1
(-11X   

n
X

n
X

2

1
-

2

5

2

1

2

1
11   

老師走逆時針 
n

X
n

X
2

1

2

5
)

2

1

2

1
(11   

n
X

n
X

2

1

2

3
)

2

1

2

1
(11   

        當老師走順時針方向，學生走 B 點比走 A 點讓老師需要走更長的路時，則老師走逆時

針方向，學生走 A 點就絕對比走 B 點讓老師走更長的路，因為不管 X 是多少，老師只要順

時針能夠先到 A，那逆時針絕對能先到 B，同理可證，若順 A 比順 B 長，則逆 B 就會比逆 A

長。由於老師不回頭的特性，所以學生必定可透過假動作讓老師走較長路徑。 

當順 A 和逆 B 是較長組合時，
n

X
n

X
2

1

2

3

2

1

2

3
 ， 

當順 B 和逆 A 是較長組合時，
n

X
n

X
2

1

2

5

2

1
-

2

5
 ，可看出來不論哪一個組合是較長的，

老師絕對會走逆時針，而學生會為了讓老師走長路而走向 A，這是在賽局論下雙方各自選擇

對自己最有利的均衡點，此時老師需走的路是
n

X
2

1

2

5
 。在這遊戲中，學生一定會讓老師

走長的路徑，老師在走之前會分析順逆兩條路的長路中哪條較短，並選擇長路中的較短的走

法，所以賽局論能讓老師拿回選擇走法的主動性。 

1/2-1/2n

S5

T2

A

B

T8

1

1/n

X

1/2-1/2n

T9

S5
A

B
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T

S

(三)、賽局論在順時針和逆時針走法對稱時沒有功能。 

        如下表可知在 T1S5 標準路徑的狀況下，因為路線對稱的緣故，順 A 等於逆 B，順 B 等

於逆 A，所以透過賽局論沒辦法幫助老師在對稱路線時選擇一條較有利的路線，師生雙方還

是回到原來的標準路徑，也就是老師需走
n2

1
-

2

5
。 

T1S5 標準路徑 學生走 A 點老師需走的路 學生走 B 點老師需走的路 

順時針 
n2

1

2

3
  

n2

1

2

5
  

逆時針 
n2

1

2

5
  

n2

1

2

3
  

 

 (四)、標準路徑 T1S5 仍是對學生來說的最佳選擇。 

        根據上述分析，可看到在標準路徑時老師需走的路仍比 T9S5 長，
n

X
n 2

1

2

5

2

1
-

2

5
 ，

所以學生會選擇讓老師在 T1，自己在 S5 的標準路徑。 

 

結論：在 T(任意)S5 的狀況下，我們透過賽局論分析出老師需要走的路徑都比標準路徑 T1S5

短，所以學生仍會選擇標準路徑 T1S5。 

 

 

研究四：當 T(任意) S(任意)時，標準路徑 T1S5 是否仍為學生的最佳選擇 

 

(一)、學生策略 E：不從 S5 出發，利用假動作讓老師走更長的路 

 

        如果學生和頂點距離極短，走出圈外一點點再往右方，因為 

沒有兩個上岸點，無法使用賽局論分析路徑，在學生使用假動作 

的狀況下，老師走的路就會增加，n 也會就會增加。 

 

 



11 

 

Y

X
S

T

CA

B

S

T

CA

B

S7
S

T T10

CA

B

S5
S

T

T11

(二)、老師策略 E：看師生相對於 T1S5 的距離來決定走向，而不是學生的移動 

 

X＝學生和 S5 的距離，Y＝老師和 T1 的距離 

學生有SA、SB、SC三種可能的路徑 

 

SCSBSA  ，要使它們的距離一樣， 

應讓學生從 S 走到 S7， 

老師會從 T 走到 T10，此時 SBS7A  ， 

才可比較老師走的距離。 

同理學生想走到 C 點也是一樣， 

當學生走到 S5，老師走到 T11，在以下的表格中，我們即是使用S7A、SB、S5C來做討論。 

 

 學生走S7A老師需走的路 學生走SB老師需走的路 學生走S5C老師需走的路 

順時針 

nXY
n

nXY
n





2

1

2

5

1
2

1
-

2

7

 

XY
n


2

1
-

2

5
 

不可能 

逆時針 不可能 

XY
n

X
n

Y





2

1

2

3

2

1

2

1
2

 

nXY
n

nX
n

Y





2

1

2

5

2

1

2

1
2

 

老師需要走的路順 A 比順 B 長 XY
n

nXY
n


2

1
-

2

5

2

1

2

5
 

如果比較逆 B 和逆 C： 

      )
1

(11
1

1
1

1
2

1

2

3
-

2

1
-

2

5
BC X

n
nXn

n

n
Xn

n
XY

n
nXY

n



＝－逆逆

 
因為 n－1＞0，且 X

1


n
＞0，所以老師需要走的路逆 C 比逆 B 長，老師會在順 A 和逆 C 之

間挑選比較短的路。 
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T

S

B

當 XY n 時，順 A＜逆 C： nXY
n

nXY
n


2

1

2

5

2

1

2

5
 

當 XY n 時，順 A＞逆 C： nXY
n

nXY
n


2

1

2

5

2

1

2

5
 

所以 XY n 的話老師就順時針走， XY n 的話老師就逆時針走。 

但若與標準路徑老師需走
n2

1

2

5
 來比較，當 XY n 時，

n
nXY

n 2

1

2

5

2

1

2

5
 ，當

XY n 時，
n

nXY
n 2

1

2

5

2

1

2

5
 ，所以學生會讓老師走標準路徑。 

 

結論：老師在岸邊的其他任意位置，學生在小正方形的其他任意位置，所得出的 n 都小於

223 ，因此對學生最有利的走法就是標準路徑 T1S5。 

 

研究五：老師設定的小正方形邊長
n

1
是否為最佳選擇 

(一)、若老師設定新的小正方形邊長
nx

11
  

 

5

1

51

51

1
5

2)
1

1(2
22

2)
x

1
-(1
















n

n
x

nxn

xnnx

xx

n
n

xx

nn

SB

       

２２

，所以繞遠路時會追不上學生

則學生假動作使老師若

，所以又


















3

016

5)

5n(

15

5

1

11

2

2

n

nn

n

nnn

n

n
n

xn
nx

 

小正方形邊長大於
n

1
時，n 會大於標準路徑的 5.828。 

 (二)、若老師設定新的小正方形邊長
nx

11
  

        如下圖，學生從 S1 走到 S3 的時候，老師只會走到 F 點，所以學生走 S1C 會比 S1B 好，

因為走 S1C 會讓老師多走 FT3 這段路。我們設定內圈正方形的邊長為
x

1
，學生走 S1C，老師

從 T1 順時針走到 C 
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1/n
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F
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7
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71
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1
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22

1

又

             

223

8)3(

016-

71

07

7

7

1

2

2

2


















n

n

nn

nnn

n

n

n
n

n

所以

知從前面研究一研究二可

可得

 

小正方形邊長小於
n

1
時，n 會大於標準路徑的 5.828。 

結論：不論小正方形邊長大於或小於
n

1
，都會提高勝負決定速率 n，所以老師設定內圈時必

會選擇邊長恰好為
n

1
 

 

研究六：研究如何優化標準路徑 

(一)、學生策略 F：走斜線優化標準路徑。 

我們猜測學生如果斜著走，可能存在將 n 提高的路徑。 

學生走斜線的距離為
2

2

2

1

2

1










n
a  

老師能走的距離為
2

2

2

1

2

1










n
an ，則 

2
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2
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2
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12

10

8

6

4

2

-2

-4

-6

-8

-10

-12

-5 5 10 15 20 25

-2 -1 1 2 3 4 5 6

n a1 a2 

5.83 
 

  0.000767 0.145599 

5.9 
 

0.061277 
 

0.081595 

5.901 
 

0.065839 
 

0.076984 

5.9013 
 

0.068336 
 

0.074473 

5.9014 
 

0.069917 
 

0.072887 

5.90142 0.070528 
 

0.072274 

5.90143 
 

0.071198 
 

0.071604 

5.91 
 

無解 無解 

6 
 

無解 無解 

                                       a 

 

   

                             

                                                                                                                 n 

 

 

 

 

 

 

 

                                                                                               n 

                                                                                             

 

由上圖和表格中可以看出，n 值最多增加至 5.9 左右，超過則無解。 
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T1

S1

S5

S3

M

E

T1

T7

S1

S5

S3

O

M

L

E

T1 T3

T7

S1

S5

S3

O

L

P

K

T1 T3

T7

S3

S5E O

M

L

(二)、 上述的走斜線優化結果是對學生來說的最佳路徑，其餘路徑都比較差 

 

1、左上方對學生是較差路徑 

只要往左上走，學生就會以更快的速度接近老師， 

更何況還會進到內圈，老師也可以輕易地接近學生， 

因此左上角我們不會考慮。 

 

        2、和標準路徑相同的其他路徑 

上圖是對稱圖形，因此我們只要看 S5M 跟 S5O。內圈 

邊長為
n

1
，因此當學生從 S5 走到 S3 時，老師也剛好   

可以從 T1 到 T7，T7S3 和 T1S5 相同，所以 S5M 跟 S5O 

都和標準路徑 S5L 相同 

 

        3、T3M 和 T7E 範圍對學生較差 

 

學生不會選擇 T3M 或 T7E 的範圍當最終上岸點， 

因為跟標準路徑比起來學生會多走，老師反而會少走。 

 

 

 

        4、T3 到 T7 之間 

 

在研究六一開始我們就確定了，在粗線範圍內 

S5P 跟 S5K 是最好的路徑(     ) ，因此粗線上的 

其他路徑都不如 S5P 跟 S5K。 
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B

S

T

T

B

S

1

2
-

1

2n

B

S

P

結論：我們利用 excel 算出 n 的近似值，並使用 gsp 畫出函數圖形，發現 n 最多增加到 5.9 左

右，同時考慮了從 T1S5 出發的所有其他路徑，發現 n 約為 5.9 已經是最大勝負決定速率。

到這裡，我們已經窮盡了原問題的所有可能(包括師生的可能位置、師生的可能路線)。 

 

研究七：將正方形結論推廣至正三角形與正多邊形 

(一)、正三角形 

    1、比較路徑一(T 在頂點，S 在中點) 與 路徑二(T 在中點，S 在頂點。對應標準路徑)  

 

 

 

 

 

 

 

        學生會選路徑二的原因是， 這兩個路徑學生走的距離相同，但路徑一老師只需走
2

3
的

路就能抓到學生，而路徑二老師卻需要走
n2

1
-

2

1

2

3
 ，所以學生一定選路徑二。 

 

  

0312)-3(-3

031233

31233

2

1
2

6

3

6

3

6

3
-

6

3
SB

30260P

2

2

2













nn

nnn

nnn

n

n

n

             

7.69n

2

48.79.7

2

4934341

2

344938341

03)341(2














n

n

n

nn

 

路徑二(標準路徑)的 n 約等於 7.69 
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X
A

B

S

T

X

Y

A C

B

S3S5

T

S

    2、路徑三(T 在中點及頂點之間) 

 

 

 

 

 

 

 

當順 B 和逆 A 比較長時， 
n

X
2

1
2

n
X

2

1
2 

 

當順 A 和逆 B 比較長時， 
n

X
2

1
-1

n
X

2

1
1 

  

透過賽局論，老師會決定走順時針，而學生就會走 B。 

但因為順 B 路徑老師需要走的路比標準路徑短， 
n

X
2

1
--2

n2

1
-2  

所以學生仍然會選擇路徑二(標準路徑)。 

 

    3、路徑四(T 和 S 都在中點及頂點之間) 

 

 

 

 

 學生走S5A老師需走的路 學生走SB老師需走的路 學生走S3C老師需走的路 

順時

針 

 

nXY
n

nX
n

Y





2

1
2

1
2

1

2

1
2-

2

1

 XY
n

X
n

Y





2

1
2

2

1

2

1
1

2

1

 

不可能 

逆時

針 

不可能 

XY
n

X
n

Y





2

1
1

)
2

1

2

1
(1

2

1

 

nXY
n

nX
n

Y





2

1
2

)
2

1

2

1
(1

2

1

 

 
學生走 A 點

老師需走的路 

學生走 B 點老

師需走的路 

順時針 
n

X
2

1
-1   

n
X

2

1
2   

逆時針 
n

X
2

1
2   

n
X

2

1
1   
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S6

B

T1

T10

A

B

S5

老師需要走的路順 A 比順 B 長， XY
n

nXY
n


2

1
2

2

1
-2  

如果比較逆 B 和逆 C： nXY
n

XY
n


2

1
2

2

1
1

     
(理由同正方形) 

老師需要走的路逆 C 比逆 B 長，老師會在順 A 和逆 C 之間挑選比較短的路。 

當 XY n 時，順 A＜逆 C： nXY
n

nXY
n


2

1
2

2

1
2  

當 XY n 時，順 A＞逆 C： nXY
n

nXY
n


2

1
2

2

1
2  

所以 XY n 的話老師就順時針走， XY n 的話老師就逆時針走。 

但若與標準路徑老師需走
n2

1
-2 來比較，當 XY n 時，

n
nXY

n 2

1
2

2

1
2  ，當 XY n

時，
n

nXY
n 2

1
2

2

1
2  ，所以學生還是會讓老師走標準路徑。 

 

小結：學生仍會選擇三角形的標準路徑，此時的勝負決定速率 n 約為 7.69，其他路徑都較差 

 

 (二)、正五邊形： 

    1、比較路徑一(T 在頂點，S 在中點) 與 路徑二(T 在中點，S 在頂點，對應標準路徑) 

 

 

 

 

 

 

 

                                                                                    

路徑一老師走哪一邊都一樣是走
2

5
。路徑二因為學生一定會讓老師走遠的路所以當老師的路

線為順時針時，學生會走 B，當老師的路線為逆時針時，學生就會走向 A。老師所走的路皆

為
n2

1
3 ，因為

2

5

2

1
3 

n
，所以學生會選路徑二(標準路徑)。 
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013764.73764.1
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1
354tan)

2n

1
-

2

1
(

54tan)
2

1

2

1
(

2

1
-

2

1
BH

54SHB

2





















n

nn

n
n

n
SB

n

 

所以當學生選擇路徑二(標準路徑)時，n 約為 5.22 

 

 

    2、路徑三(T 在中點與頂點之間，S 在頂點) 

 

 

 

 

當順 A 和逆 B 比較長時，
n

X
n 2

1
2

2

1
X-2   

當順 B 和逆 A 比較長時，
nn

X
2

1
X3

2

1
3  ，透過賽局論，老師會決定走順時針，而

學生就會走 B。但因為
nn

X
2

1
3

2

1
3 － ，在希望盡量讓老師走遠路的狀況下，所以學生仍

然會選擇路徑二(標準路徑)。 

 

 

 學生走 A 點老

師需走的路 

學生走 B 點老

師需走的路 

順時針 

n
X

2

1
2   

n
X

2

1
3   

逆時針 

n
X

2

1
3   

n
X

2

1
2   

X

A

B

S5

T11
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Y

XS

T

CA

B

S5S7 S

T

    3、路徑四(T 在頂點中點之間，S 在頂點中點之間) 

      

 

 

 

 

 

 

 

 學生走S7A老師需走的路 學生走SB老師需走的路 學生走S5C老師需走的路 

順時針 

nXY
n

nXY
n





2

1
3

1
2

1
-4

 

XY
n


2

1
-3  

不可能 

逆時針 不可能 
XY

n


2

1
2  

nXY
n

nXY
n





2

1
3

2

1

2

1

2

5

 

 

同前面正方形的計算，順 A＞順 B，逆 C＞逆 B， 

XY n 時順 A＜逆 C， nXY
n

nXY
n


2

1
3

2

1
3  

XY n 時順 A＞逆 C， nXY
n

nXY
n


2

1
3

2

1
3  

 所以 XY n 的話老師就順時針走， XY n 的話老師就逆時針走。 

但若與標準路徑老師需走
n2

1
3 來比較，當 XY n 時，

n
nXY

n 2

1
3

2

1
3  ，當 XY n

時，
n

nXY
n 2

1
3

2

1
3  ，所以學生還是會讓老師走標準路徑。 
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1/n

x
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S
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S

    4、路徑五----五邊形以上的新路徑 

 

五邊形以上有新路徑，也就是學生不往最近邊走去，而是向較遠的邊走去(下圖 i 路線) 

圖中 i、j 兩條路線是相同的，但學生走的是 i 路線， 

我們故意把 i 搬到 j 和原路徑比較，方便算出 i 路徑的長度。 
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所以對學生來說五邊形的新路徑不如標準路徑好，學生仍會選擇標準路徑。 

 

小結：學生會選擇五邊形的標準路徑，此時的勝負決定速率 n 約為 5.22，其他路徑都較差 

 

 

 

 

 

 



22 

 

C

S7

B

T1
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1

2n

S7

BC

(三)、正六邊形 

        從前面的例子可以看出，師生皆位於邊上中點的狀況老師只需走周長的一半，對學生不

利，所以學生會選擇兩人都在頂點開始。 

 

 

1、路徑一(師在頂點，學生在頂點。對應標準路徑) 

 

n
n

n

n

n

1
733

2

1

2

7

2

31

2

3

2

3
-

2

3
y







                                          

√    √          

  
√    √    √      √ 

 √ 
 

        

正六邊形的標準路徑的 n 約為 4.924 
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        2、路徑二(T 在頂點與中點之間) 

 

 

當順 A 和逆 B 比較長時，
n

x
n

x
2

1

2

5

2

1

2

5
    

當順 B 和逆 A 比較長時，
n

x
n

x
2

1
-

2

7

2

1
-

2

7
 ，透過賽局論，老師會決定走逆時針，而學

生就會走 A。但因為
nn

x
2

1
-

2

7

2

1
-

2

7
 ，在希望盡量讓老師走遠路的狀況下，所以學生仍然

會選擇標準路徑。 

 

 

        3、路徑三(T 在頂點中點之間，S 也在頂點中點之間) 

 
 

x

A

B

S7

T13

A

X

Y

B

C

S7S9
S

T

 學生走 A 點老

師需走的路 

學生走 B 點老

師需走的路 

順時針  

 
   

 

  
 

 

 
   

 

  
 

逆時針  
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1

n

1

2n

3

2n

S

j

i

B

S

T

 學生走S9C老師需走的路 學生走SB老師需走的路 學生走S7A老師需走的路 

順時針 
nXY

n


2

1

2

7
 XY

n


2

1
-

2

7
 

不可能 

逆時針 不可能 
XY

n


2

1

2

5
 nXY

n


2

1

2

7
 

老師需要走的路順 C 比順 B 長 XY
n

nXY
n


2

1
-

2

7

2

1

2

7
 

如果比較逆 B 和逆 A： nXY
n

XY
n


2

1

2

7

2

1

2

5

     
(理由同正方形) 

老師需要走的路逆 A 比逆 B 長，老師會在順 C 和逆 A 之間挑選比較短的路。 

當 XY n 時，順 C＜逆 A： nXY
n

nXY
n


2

1

2

7

2

1

2

7
 

當 XY n 時，順 C＞逆 A： nXY
n

nXY
n


2

1

2

7

2

1

2

7
 

所以 XY n 的話老師就順時針走， XY n 的話老師就逆時針走。 

但若與標準路徑老師需走
n2

1

2

7
 來比較，，當 XY n 時，

n
nXY

n 2

1

2

7

2

1

2

7
 ，當

XY n 時，
n

nXY
n 2

1

2

7

2

1

2

7
 ，所以學生還是會讓老師走標準路徑。 

 

        4、路徑四----往較遠邊走去的新路徑 (i 路徑) 

i 路徑長＝j 路徑長＝
2
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2
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-
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標準路徑的 n 約為 4.924，所以學生會選擇新路徑。 

小結： 六邊形新路徑的 n 比標準路徑及其他路徑都大，學生會選新路徑，此時的 n 約為

4.964。 
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 (四)、正 a 邊形 

        1、路徑一(學生在頂點，老師在他最遠處的對稱位置。對應標準路徑) 

            (1)、a＝偶數 

依照前面的例子，直接從師生都在頂點討論 
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            (2)、a＝奇數 

依照五邊形的經驗，可以直接從老師在中點，學生在頂點開始討論 
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我們可以發現算式跟偶數邊一模一樣，所以以下討論不用區分奇數邊和偶數邊。 
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                                                                                                                                                  a 

我們利用 GSP 把圖畫出來，發現邊數越多時，標準路徑的 n 越小。 

 

        2、路徑二(T 在頂點中點之間，S 在頂點) 

 

 

 

 

 

 

 

按前面的方式學生讓老師在 Tr，而透過賽局論的表格即為 

 A B 

順時針 
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當順 A 和逆 B 比較長時，
n

X
a

n 2

1

2

1

22

1

2

1

2

a
X     

當順 B 和逆 A 比較長時， X
n

a

n

a
X 

2

1

2

1

22

1

2

1

2
，透過賽局論，老師會決定走逆

時針，而學生就會走 A。但因為
n

X
n

a

2

1
-

2

1

2

a

2

1

2

1

2
 ，在希望盡量讓老師走遠路的狀

況下，所以學生仍然會選擇標準路徑。 

 

 

        3、路徑三(T 在頂點中點之間，S 也在頂點中點之間) 

                                                      

 

 學生走S5C老師需走的路 學生走SB老師需走的路 學生走S3A老師需走的路 
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同前面正方形的計算，順 A＞順 B，逆 C＞逆 B， 

XY n 時順 A＜逆 C， nXY
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 所以 XY n 的話老師就順時針走， XY n 的話老師就逆時針走。 
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1-1/n

S

T

1-1/n

B

A

S

T

但若與標準路徑老師需走
n2

1

2

1

2

a
 來比較，當 XY n 時，

n
nXY

n

a

2

1
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1

2
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-

2

1

2

1

2
 ，

當 XY n 時，
n

nXY
n

a

2

1

2

1

2

a
-

2

1

2

1

2
 ，所以學生會讓老師走標準路徑。 

 

結論：(1)、邊數越多時，標準路徑的 n 越小。 

           (2)、對學生來說標準路徑(學生在頂點，老師在離學生最遠處)比其他位置都要好。 

 

陸、研究結果 

一、老師心中定了一個內圈，讓圈內和圈外各有各的規則，使標準路徑的 n 約為 5.828，而 

        我們優化標準路徑後的 n 大約為 5.9。 

二、老師在岸邊的其他任意位置，學生在小正方形的其他任意位置，所得出的 n 都小於標準 

        路徑，因此學生最有利的走法就是標準路徑優化後的結果 (n 約為 5.9)。 

三、當擴展到正多邊形時，邊數越多標準路徑的 n 越小。 

柒、未來展望 

一、我們無法用解方程式的技術求出正方形優化路徑的精準值，只有 n＝5.9 的近似值。 

二、其他正多邊形我們無法討論優化路徑，正 a 邊形有不只一條往遠邊的新路徑也沒有討論。 

三、雖然我們研究了圓形的標準路徑，但有無限多種其他走法算不出來，這可以是以後深入 

       探討的內容。 

大圓半徑＝1 

小圓半徑＝
n

1
 

 

4.1415 

1

1

1
-1

2

2

約等於n

n

n

n
n





















 

如果把圓形視為正無限多邊形， 

結果也符合研究七中 a 與 n 的關係。 
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S

T

四、五邊形以上 T(任意)S(任意)有可能直接走較遠邊的新路徑，我們並沒有把這個可能性加 

        入討論。 
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